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Ingenium Education — Mathematik

. Funktionen & Gleichungen

1) Potenzen, Potenzfunktion, Wurzelfunktion, Wurzelgleichung

1 m
- 1 - -
a"=a-a-.-a (nFakoren); a’=1; a'=a; a"=—; Ya=an; Ya" =a" (a>0)
a

m

n
am.a"=amn; & _gn (amT:am'"; (a-b)'=a"-b"; [—j == a=0b=0

a"
a™+a" =.. (kein Rechengesetz fir m=n!), a™-b" =..(kein Rechengesetz fir a=bund m=n!)
(axbf=a’+2-a-b+b?; (axbf =a’+3-a-b+3-a-b?+b?; ... (Pascal'sches Dreieck)

Wourzelgleichungen: ,Wurzel isolieren — Quadrieren — Probe!

Potenzfunktion: Beispiel f:y= x>, R—>R g

— Umkehrfunktion: Wurzelfunktion(en): f;*:y=+x, R; >R und f,*:y=—/x, R; >R,

2) Quadratische Funktion, Quadratische Gleichung

f:y=a-x>+b-x+c, Graph: Parabel a=0
—bh+ 2_4.9.
a-x*+b-x+c=0, X, = b+ 2 a4 ac 2,1,0Lé6sungen € R
2 p, [P’
X“+p-x+q=0, Xy =——=x,[——
p q 1%X2 5 4 q
. b c
Satz von Vieta: Xi+Xy=—P=——; X Xp=0=—
a a

X2+ pXx+g=(X—%) (X=%); a-x?+b-x+c=a-(x—x)-(X—X,)

3) Exponentialfunktionen & -gleichungen, Logarithmusfunktionen & -gleichungen

Der Logarithmus von b zur Basis a ist jener Exponent x, mit dem man a potenzieren muss, um b zu erhalten:

aX:bax:Ioga(b)zmzw wobei a>0,a=1b>0

In(a) lg@)

n
e* =b < x=In(b) ... natiirlicher Logarithmus ; Euler'sche Zahl e= Iim(1+lj ~2.71828182846

N—00 n

10* =b < x=Ig(b) ... dekadischer Logarithmus m

Rechengesetze fiir Logarithmen:

log(a-b)=log(a)+log(b); Iog(%) —log(a)-log(b); log(a")=n-log(a); log(a+b)=..(kein Rechengesetz!)
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Ingenium Education — Mathematik
Natiirliche Exp.fkt.: f:y=¢*,IR—IR* —Natirliche Logarithmusfunktion: f™*:y=In(x), R* >R

Dekadische Exp.fkt.: f:y=10%,IR—IR* — Dekadische Logarithmusfunktion: f™:y=Ig(x), R* >R

Allgemeine Exp.fkt.: f:y=a*,R—>IR"*, a>0,a=1—Allg. Log.fkt.: f: y:Ioga(x)::n—(X;, R* —-IR
n(a

Exponentialgleichungen (Unbekannte im Exponent): beidseitig Logarithmieren (Rechengesetze!)

Logarithmusgleichungen: Logarithmus eines Therms (Rechengesetze!) oder Zahl — ,,Entlogarithmieren”

4) Kreisfunktionen (Winkelfunktionen), Arkusfunktionen, goniometrische Gleichungen

WinkelmaR (Degree, DEG) — Bogenmal? (Radian, RAD):

o 180° o T
4 =aRAD‘7; Orap =& "180°

cot(ot)

sin?(a)+cos?(e)=1  Schreibweise : sin?(a) = (sin(a )’

tan(o)

anla )= sina) otangens cot(a)= ! _ os(a).

tan(c) cos(a)’ Kotang t(e) tan(er) sin(er)’
= ; Kosekans csc(a )= L

Sekans sec(a)= wos(a)’ Kosek () (@)

1. Summensatz:

sin(a ) =sin(a)- cos(8)+ cos(c)-sin(s), speziell: sin(2a)=2-sin(a)-cos(3)

cos(a + )= cos(a)- cos(8) Fsin(a)-sin(), speziell: cos(2a)=cos?(a)—sin?(cx)

Trigonometrie des rechtwinkeligen Dreiecks:

¢’ =a’ +b’; A:a_éb
b a

sinfa)=2, sin(p)=2  sinus., SEKAthete

¢ ¢ Hypotenuse

L B

os(a)=2, cos(p)=2  Kosinus., ATEEL c

¢ ¢ Hypotenuse

a b Gegenkathete
tanla)=--, tan{f)=— Tangens.. ———— ~—
“ b ) a J Ankathete

Trigonometrie des allgemeinen Dreiecks:

a b ¢
sin(a) sin(B) sin(y)
Kosinussatz (SWS, SSS): ¢ =a® +b®—2-a-b-cos(y)

(a2+b2—czj
y=acs| ——

Sinussatz (WSW, SsW):

2-a-b

A= a—éb -sin(y)= b_2(: -sin(a)zc;za-sin(ﬂ)
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Ingenium Education — Mathematik

Sinus: f:y=sin(x), R—[-1; 1] — Arkussinus: f*:y=asn(x)=arcsin(x), [-1; 1] — [—%; %}
Kosinus: f:y=cos(x), R—[-1; 1] - Arkuskosinus: f*:y=acs(x)=arccos(x), [-1; 1] — [0; 7]

Tangens: f:y=tan(x), IR\(2n—1)% — IR — Arkustangens: f':y=atn(x)=arctan(x), R— }_g%{

Arkusfunktionen (beim Losen goniometrischer Gleichungen): 2 Werte in [0 ; 27]

X, X
X, =asn(a), X, =T - X / a \
]

Xo=asn(b)<0,xs=m+ x|, Xa =21~ [Xo| T

TN
X; = acs(a), X, = 27 - X4
X3 = acs(b), Xz = 27 - X3 - b a g

T
X

_/ X X3
X, =atn(a), X =T+ x; Xy
Xo=atn(b) <0, xs =7~ [Xo|, Xa = 27 - | Xo| n

Xz

Allgemeine Sinusfunktion (harmonische Schwingung):

f:y=a-sin(o-t+¢) a..Amplitude; ...(Kreis)Frequenz; ¢...Nullphasenwinkel

T =2—7[ ...Periode(ndauer); t, = _® ..waagrechte Verschiebung (Nullstelle)
@ )

Es gilt: f:y=a~sin(w-t+¢):a-cos(w~t+(p—%j;speziell: f:y:sin(t):coslt—%J

Addition von Sinusschwingungen gleicher Frequenz:
ergibt Sinusschwingung mit derselben Frequenz

ay-sin(c-t+@)+a, -sin(@-t+¢,)=a-sin(o-t + ) wobei a=+a2+a2+2-a,-a, cos(p, — )

=)

Addition von Sinusschwingungen ungleicher Frequenz:
ergibt eine periodische Funktion (keine Sinusfunktion!), wenn das Verhaltnis ®,:®, eine rationale Zahl ist.
Schwebung: dhnliche (leicht unterschiedliche) Frequenzen

Multiplikation von Sinusschwingungen gleicher Frequenz:
ergibt eine periodische Funktion, deren Periode halb so groR wie jener der Ursprungsfunktionen ist.

Multiplikation von Sinusschwingungen ungleicher Frequenz:
Schwingung mit ,schwingende Amplitude”
Amplitudenmodulation: f:y=(a+Aa-sin(e -t))-sin(e, -t)

Prof. Mag. Martin Schilk
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5) Hyperbelfunktionen, Areafunktionen

cosh?(er)—sinh?(a) =1
cosh(«x)

tanh(a) = sinh(a ) oth(a) = 1 =C?Sh(a)

cosh(r) tanh(a)  sinh(a)

sinh(o)

1. Summensatz:
sinh(a = ) =sinh(c)- cosh()-= cosh(a)- sinh(3) L 3 Fichea ————]
speziell: sinh(2a)=2-sinh(a)-co h(/i’) / 7 | N \
cosh(a + 3) = cosh(x)- cosh(/3) + sinh(ax)- sinh(3)
speziell: cosh(2a)= cosh?(c )+sm () lemog &
Sinushyp.: f:y=sinh(x), R — R — Areasinushyp.: f:y=arsinh(x), R—>R
Kosinushyp.: f:y=cosh(x), R— [1 ;o] — Areakosinushyp.: f*:y=arcosh(x), [1;o0]—IRy"
Tangenshyp.: f:y=tanh(x), R— }-1,1] — Areatangenshyp.: f*:y=artanh(x), }11 —R
Zusammenhang mit Exponential- und Logarithmusfunktionen:
cosh(x)+sinh(x)=e*

X _ a—X X _a—X X | a—X
sinh(x)= "% cosh(x)= elre” ; tanh(x):eX eix,_ coth(x):eXJrefX

e*+e e*—e
arsinh(x)zln(xm/x2 +1); arcosh(x):ln(x+\/x2 —1); artanh(x):— In [11+XJ, arcoth(x):%.ln(ii)
j— X_

Zusammenhang zwischen Hyperbelfunktionen und Winkelfunktionen mit imaginaren Argumenten:
sin(j-b)= j-sinh(b); cos(j-b)=cosh(b); tanh(j-b)= j-tan(b)

Zusammenhang zwischen Hyperbelfunktionen und Winkelfunktionen mit komplexen Argumenten:
sin(a+ j-b)=sin(a)-cosh(b)+ j-cos(a)-sinh(b); cos(a+ j-b)=cos(a)-cosh(b)- j-sin(a)-sinh(b)

Komplexe Darstellung der Winkelfunktionen mit der Exponentialfunktion:

pla _g-ia

ja  g-ia
. cos(a)=" O

sin(a) = 7 >

Prof. Mag. Martin Schilk 5
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Il. Komplexe Zahlen

j>=-1; j ... imaginare Einheit; C ... Menge der komplexen Zahlen

z=a+b-j .. komplexe Zahl in Komponentenform; acRR ... Realteil, beR ... Imaginarteil

z=a+b-j und z =a-b-j ... konjugiert komplexe Zahlen 'm
Darstellung in der GauR’schen Zahlenebene . Quadrant r
b
¢ .
Polarform — trigonometrische Form: z = (r;¢°) | a Re
Polarform — Exponentialform: z=r-gl¥wo iil. Quadrant  IV. Quadrant

Umrechnung in Polarform r=va®+b?; ¢= atn(gj ... Sonderfalle fiir a = 0 und Quadrant beachten!
a

Umrechnung in Komponentenform a=r-cos(p); b=r-sin(p); somit z=r-cos(p)+ j-r-sin(p)

Euler’'sche Formel: e =cos(p)+ j-sin(p); =el”=-1¢R

Eine Quadratische Gleichung a-x%+b-x+c=0 mit negativer Diskriminante b>—4-a-c<0 besitzt die

konjugiert komplexen Losungen ;x, :%i—w- j
Rechnen in Komponentenform (Add., Subtr., Mult., Div.):
2=2+2,=(a+8,)+(b +b,)- |

2=2-2,=(a—a,)+(b,—b,) ]
2=7-2,=(a-a—b b))+ (@b +b-a) 5 2=7-7 =& +bf eR

* 2 2 2 2
Z, 1,-1, a; +by a; +b;

Rechnen in Polarform — trigonometrischer Form (Mult., Div., Pot. Exponent n € IN, n-te Wurzel):

Zzzl‘zzz(rl'rzi‘ﬂ_ﬁ(ﬁz)

4 h.
l=—= -, —
2, [rz %1 ¢2j

z":(r”;n-(p)
Q/E:(Q/F;%+k-$j, k=0,...n=1 (nL6sungen!)

Rechnen in Polarform — Exponentialform (Mult., Div., Pot. mit Exponent € C, Logarithmieren):

T

Jresteeitesiien) _ | ji_e 2 ~0,20788 <R

Z; _ in
2,2 _(rl-e

In(z)=In(r-e7*)=1n(r)+ - j

Prof. Mag. Martin Schilk
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Ill. Vektoren & Matrizen

1) Vektoren in der Ebene IR?

a
3= [aXJ' Ortsvektor des Punktes A(a,/a,)
y
- (0 _
. .zl 2 2 . _ . = _ X
Betrag (Lange): |a|—,laX +ay ; Nullvektor 0—(0J, inverser Vektor (Gegenvektor) —a_(_a J

- (a,xb A-a
Addition, Subtraktion: a+b=| *~ *|; Multiplikation mit Skalar A (Streckung): 1-d= X
ay irby A-ay

Einheitsvektor in Richtung des Vektors a: & =-—=-a; Betrag |d|=1

1
lal

Mittelpunkt M einer Strecke AB: m =% (a+b) Schwerpunkt S eines Dreiecks ABC: § —% (éi+6+6)

- _ b _ _ _

Skalarprodukt von dund b: &-b :[Zz)[bi]:ax ‘b +a, b, :|é|~‘b‘~cos(¢)e R; &b=0<4dlb
Winkel ¢ zwischen dund b: ¢=acs ? bﬁ
l-Jo]

Flache des von dund b aufgespannten Parallelogramms: A:\/éz-ﬁz—(é-ﬁ)z :|é|~‘5‘~sin((p)

. (-a _(a
Normalvektorenzu d: fi= Yiund -ni=| Y
ax _ax

Gerade g durch 2 Punkte P(p,/p,), Q(q./q,):

- - n -
Parameterform von g:X=p+A-f, mit Richtungsvektor r = PQ =(;x gXJ 1y > r Q
y My
o
Normalform von g:(X—p)-i=0, wobei fi LT r
g
Lineare Funktion g:y=k-x+d, Steigung k, Steigungswinkel « =atn(k) : e
2) Vektoren im Raum R®
aX
d=|a, |, Ortsvektor des Punktes A(a,/a,/a,)
aZ
0 —a,
Betrag (Ldnge): |a|=,/a% +a; +a7 ; Nullvektor 0=| 0 |; inverser Vektor (Gegenvektor) —d=| —a,
0 -4,

a, £h, A-a,
Addition, Subtraktion: d+b = a, by |; Multiplikation mit Skalar A (Streckung): 1-a= A-a,

a, th, A-a,

. 1
Einheitsvektor in Richtung des Vektors a: &, = | 3 -&, Betrag |d| =1
a

1(L -~ .
Mittelpunkt M einer Strecke AB: nﬁ—; (a+b) Schwerpunkt S eines rauml. Dreiecks ABC: S—§ ( +b+c)

Prof. Mag. Martin Schilk
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aX bX
Skalarproduktvon dund b: d-b=|a, |- by =ax-bx+ay-by+az~bz=|é|-‘5‘-cos((p)elR, d-b=0<alb
a'Z Z
Winkel @ zwischen dund b: ¢= acs{ﬂ
EE
a, a,
Vektorprodukt ¢ =axb =| a, |x ( X) ,CLlaACLlb 6|=|é|~‘5“sin(¢); dxb=-bxa
a, a,

Volumen des von &, b und € aufgespannten Tetraeders: V =%~‘(§x5)~6‘

Gerade g durch 2 Raumpunkte P(p,/p,/p.), Q(a./d,/d.):

Qx — Py
Parameterform von g:X=p+4-F , mit Richtungsvektor f = PQ = dy — Py
(O Pl
Ebene ¢ durch 3 Raumpunkte P(p./p,/p,), Q(a/a,/.), Rr/r,/r.):
Oy — Py I — Px
Parameterform von ¢:X=p+A4-f + u-T,, mit Richtungsvektoren 1 =PQ=|q,-p, |, L=PR=|r,-p,
4; — p; P
Normalform von &:(X—p)-i=0, wobei fi = F, xF,
3) Matrizen
&, Ay - B4y
A A, .. a
mxn—Matrix A=| 2% 22 2" | . quadratische Matrix: m=n
aml a-m2 a-mn
&1 an am 0
a .. 0
Transponierte Matrix A" =| 2 22 M2 | Einheitsmatrix (quadratisch): E =
&, Ay, amn 0 0 1
athy;  apth, ... a,thy,
+b +b - PN 4 o
Addition, Subtraktion: A+B= 815021 822302 2n = =2n
am —bml am2 - bm2 oo @ t bmn

Multiplikation nur moglich, wenn Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B, (mx p) - (pxn) =(mxn) “.

Nicht kommutativ! Berechnung: Skalarprodukte der Zeilen von A mit den Spalten von B (,Zeilen x Spalten®):

A1 4, g ) (byg by by ta, by tag g A b +ta, by +aseby
A-B=|ay; 8y apg || by 0y | =] 821Dy + 85, 0y +855-D31 @y By + @, 0y, + 33005
31 837 Ag3 ) \ 31 3, A31-byy +3g5 -0y +ag3-by;  Agq-byp + 855Dy +853-bs,

Prof. Mag. Martin Schilk
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Determinante einer Matrix A:

det(A) =0 ... regulare Matrix A, det(A) =0 ... singuldre Matrix A

o a
2x2-Matrix: det(A)=| 1 2 =ay,-ay,—a,-ay

Q1 A

Q1 %y 3
3x3-Matrix: det(A) =|ay1 8y Q3| = &1 8y 833+ &2 8p3 g1+ 43 81" 8gp — A3y 831 — 1~ Bp3- A3 — Q2" 8py- A3

831 83 833

nxn-Matrizen: Uberfiihren in Dreiecksmatrix, Determinante = Produkt der Elemente der Hauptdiagonale

Inverse Matrix A™:

A-AT=A1. A=E

a — &
2x2-Matrix; Al=— 22 12J

det(A) - Ay Ay

1 Q83383 3  —(Ap-833— 85 d3) Qo83 A3

e AL

3x3-Matrix: A " det(A) —(B21-833—831-8p3) @Bz —a8;-8y3  — (8417838 83)
Ay 83— 831°8y; —(A1-83p—831°81p) -y~ dp

nxn-Matrizen: GauR-Jordan-Verfahren (A — E, E — A™)

Lineare Gleichungssysteme:

A X+a, Y+..+a,-2=h &y &y ... ) (X b
Ay X+8y,-Y+...4+8,,-2=h. . . . . A, 8y, ... & b
21 22 2n 2 Matrixschreibweise: A-X=B < | 2t “22 an || Y|P
Ay X+a,-Y+...+8,, - 2=h, Ay Ay - )\ Z b,

Eindeutige Losung wenn det(A)=0: Xx=A".B

Drehmatrizen:

Drehung Vektor @=| " | um Winkel a: a,=D-a :(C(_)S(a) —mn(a))[axj , o >0 .. gegen Uhrzeigersinn
y sin(e) cos(a) ) | ay
ay 1 0 0 ay
Drehung Vektor a=| a, | um Winkel o um die x-Achse: d,, =D,-d=|0 cos(a) -sin(a)|-|a,
a, 0 sin(e) cos(a) ) \a,
a, cos(f) 0 —sin(p)) (a,
Drehung Vektor d=| a, | um Winkel  um die y-Achse: &, =D,-d=| 0 1 0 a,
a, sin(g) 0 cos(p) ) |a,
a, cos(y) —sin(y) 0) (a,
Drehung Vektor a=| a, | um Winkel y um die z-Achse: d,, =D, -a=|sin(y) cos(y) 0|a,
a 0 0 1)/ la

4

N

Prof. Mag. Martin Schilk 9
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Eigenwerte, Eigenvektoren einer Matrix A:

Eigenwertproblem:

zu einer quadratischen nxn-Matrix A eine Zahl 1 C (Eigenwert) und einen Vektor % =0 (Eigenvektor)
so zu finden, dass die Eigenwertgleichung A-% = 4-% - umgeformt (A—A- E)~ x=0 - erfullt ist.

Falls Matrix A symmetrisch: alle Eigenwerte A cR.

Notwendige Bedingung: charakteristische Matrix (A—A-E) ist singuldr. Jede reelle oder komplexe
Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(1)=det(A—4-E)=0 ist ein Eigenwert.

Der zu einem Eigenwert ), gehérige Eigenvektor ¥%; ist die Ldsung der Gleichung (A—4; ~E)->”<i =0.

Beispiel 1:
2 -3 1
A= 3 1 3
-5 2 -4
2 -3 1 100) 2-2 -3 1
det(A-A-E)=[ 3 1 3 |-4:]0 1 0f=| 3 1-4 3 |=.=—2-A2+21=0
-5 2 -4 001) [-5 2 -4-4

= Eigenwerte 1, =0, 4, =1, ;3,=-2 € R

Eigenvektoren %;, X,, X5:

2 -3 1 Xy 0 2% —3y; +12, =0 10
(A-0-E)-%=0<] 3 1 3 ||y|=|0]|e 3x+1ly+3=0 =x=10,y;=3,z=-11<%=| 3
-5 2 -4)\zy 0 —5% +2y, -4z, =0 -11
2-1 -3 1 Xo 0 1x, -3y, +1z, =0 -1
(A-1-E)-%=0<| 3 1-1 3 ||y, |=]|0]|e 3%+0y,+32,=0 =x,=-1y,=0,2,=1<%,=| 0
-5 2 -4-1)\z 0 —5%, +2y,-52, =0 1
2+2 -3 1 X3 0 4%3 —3y; +1z;=0 4
(A-(=2)-E)- %,=0<| 3 1+2 3 ||ys|=|0|< 3x3+3y3+32,=0 =xX3=4,y3=32,=-T <% =| 3
-5 2 —4+42)\z; 0 —5%3+2Yy;—223=0 -7

Beispiel 2:
4 1
A:
22
4 1 1 0| [4-2 1
det(A-1-E)= ~ A = =.=2-61+10=0 =3+49-10
ol ) (—2 2] (o 1] [—2 2-1}‘ " =

= Eigenwerte 4 =3+j, ,,=3-j €C

Eigenvektoren %;, X,, X5:

— 1-j 1 0 1—j 1y, =0 « 1
(A—<3+j)~E)-zl=o©( ‘ _Mﬂ:(j@ =0 +1% :x1=1,y1=—1+j©il=( j
-2 -1-j)n 0 -2 +(-1- )y, =0 -1+

= 1+j 1 0 1+ ly, =0 1
(A-@-j)-E) %, =0e| 120 EFDRrR=0 _ i jexo 1
-2 -1+j)\y, 0 —2X%, +(-1+ )y, =0 -1-j

* linear abhangige Gleichungen [II] = [I] *(-1-j); x; und y; aus Gleichung [I] ablesen; analog beim zweite Eigenvektor

Prof. Mag. Martin Schilk 10
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IV. Differentialrechnung

1) Grundlagen
Funktion f:y=f(x)

Erste Ableitungvonf: fhy'=f'(x)= (momentaner Anstieg -, Steigung der Tangente”)

2
Zweite Ableitungvon f: ' y"=f"(x)= 3—2’ (momentane Anderung des Anstiegs - ,Kriimmung”)
X

n
n - te Ableitungvon f: ™ :y™ = (W (y) :%

2
f:y=f(t), Schreibweise fiir Ableitung nach der Variablent: f:y= f(t) =% , fiy=1() :%

Ableitungsregeln (Differentiationsregeln):

Potenzfunktion: y=x" = y'=n-x"*

y=c = y'=0 ... Konstantenregel (Ableitung einer Konstanten ist gleich 0)

y=a-f(x) = y'=a- f'(x) .. Faktorregel (konstanter Faktor bleibt erhalten)

y= u(x)iv(x) =y'= u'(x)iv'(x) ... Summenregel (Summanden einzeln Differenzieren)
y=u(v(x)) = y'=u'(v(x))-v'(x) ... Kettenregel (dufere x innere Ableitung)

u(x)-v(x) = y'=u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x) ... Produktregel

U(X) u'()-v(x)-u(x)-v(x)

= y= 5 ... Quotientenregel
v(x) v4(x)

Winkelfunktionen: y=sin(x) = y'=cos(x); y=cos(x) = y'=-sin(x); y=tan(x) = y'=

2700 =1+ tan?(x)

Arkusfunktionen: y =asn(x) = y':; ; y=acs(x) = y'=— . y=atn(x) = y'= !

1-x° 1-x° 1+Xx

2

Exponentialfunktionen: y=e* = y'=e*; y=a* = y'=a*-In(a)

1
x-In(10)

1
x-In(a)

Logarithmusfunktionen: y =In(x)= y‘:l; y=lg(x)=y'= ; y=log,(x)= y'=
X

Logarithmisches Differenzieren: y =u(x)'™® = y'=u(x)'® (v(x) In(u(x))+v(x)- Mj

u(x

Steigung & Kriimmung einer Funktion f: y = f(x) an der Stelle x,:

Steigung: k= f'(xo); Steigungswinkel a=atn(k)

() .

55 Kruimmungskreisradius p=—
b 7200 I

k> 0 ... Linkskriimmung (konkav), k¥ < 0 ... Rechtskriimmung (konvex)

Krimmung: =
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2) Anwendungen der Differentialrechnung

Bewegungsgleichung:

Weg s abhdngig von der Zeit t: s=s(t)
Geschwindigkeit v: v(t) = $(t) = %

2
Beschleunigung a: a(t) =v(t) = 5(t) :g

Kurvenuntersuchung (Kurvendiskussion):

1) Definitionsmenge von f: y = f(x); Ableitungen f, f*, f*

2) Nullstellen xy der Funktionf: y=f(x)=0

3) Lokale Extremstellen x; vonf: y‘=f{(x)=0

4) Krimmung in den Extremstellen: f““(x¢) < 0 < lokales Maximum, Hochpunkt H( xg / f(x¢) )
f“(xe) > 0 < lokales Minimum, Tiefpunkt T( x¢ / f(xg) )
f“(xg) = 0 und f*““(xg) # 0 < Sattelpunkt S( xg / f(xg) )
f“(xe) = 0 und f““(x¢) = 0 < Flachpunkt F( xg / f(xg) )

5) Lokale Wendestellen xyy von f: y“=f‘(x)=0
f““(xw) # 0 <> Wendepunkt W( xw / f(xw) )
f““(xw) = 0 < Flachpunkt F( xw / f(xw) )

6) Asymptoten; Wendetangenten t,:y =k, 'x + d; Wertetabelle; Graph; ...

Nullstellensuche bei f(x) mit dem Newton’schen Ndherungsverfahren:

’

erste Ableitung von f bilden: f: y* = f(x), Schatzwert x, (kein Extremum zwischen x, und Nullstelle!)

Erste Naherung:  x =X, — :(())((o)) //
0 P
Zweite Naherung: x, =% — fl x) ' =
f*(%) /
o f(X . ) ////‘
n-te Ndherung: X, =X, —— 1= py
f*(%ps) '

Taylorreihen von f(x) im Entwicklungspunkt x,:

3

f(x)= f(xo)+@ f‘(x0)+M f "(xo)+M f“'(x0)+...+M f(M(x,), Fakultat nl=1-2-3-....n

1 2! 3 n!
. 2 3 Xn . . y A y=Pi(x)
e =1+E+E+E+m+ﬁ im Entwicklungspunkt x, =0
3 5 7 2 4 6
sin(x)= X+~ X4 cos(x)=1- 2+ 2~ 4 inxy =0
3 57 20 4 6
Extremwertaufgaben:

1. Hauptbedingung aufstellen (was soll maximal / minimal werden?)

Nebenbedingungen aufstellen und in Hauptbedingung einsetzen = Zielfunktion

Erste Ableitung der Zielfunktion gleich 0 setzen = Extremstellen (auf Sinnhaftigkeit prifen!)
Extremstellen in zweite Ableitung einsetzen = Maximum oder Minimum

HwnN
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V. Integralrechnung

1) Grundlagen

Eine Stammfunktion F(x) von f(x) ist eine Funktion, deren Ableitung F‘(x) = f(x) ist.

Unbestimmtes Integral ... Menge aller Stammfunktionen: If(x)dx =F(X)+c

Bestimmtes Integral zwischen den Grenzen a und b: If(x)dx = F(x)|:1 =F(()-F(@) ,Fldchenberechnung”

a

Integrationsregeln:

n+1

T+e fur n=-1, J‘x’ldx:jldx:ln|x|+c
X

, X
Potenzfunktion J.x”dx =
n+

IO dx=c ... nur Integrationskonstante
I a-f(x)dx=a I f(x)dx .. Faktorregel (konstanter Faktor bleibt erhalten)

If(x)i g(x)dx:J.f(x)de_r J.g(x)dx ... Summenregel (Summanden einzeln Integrieren)
du . - du du
f dx=| f(u)-—— mit Substitut = —=g' dx=—— ... Substituti thod
I (g(x))dx I (u) 00 mit Substitution u = g(x)= =Y (x) = dx o ubstitutionsmethode

J-f( ) g( )dx F jF dx wobei F(x) = jf(x)dx ... partielle Integration

Winkelfunktionen: Isin(x)dx=—cos(x)+c; Icos( x)dx =sin(x) Itan x =—Injcos(x )+ ¢

aX

n@)

Logarithmusfunktionen: Iln(x) dx = x-In(x)—x+c mitx>0; J.Ig(x) dx Z%-FC mitx >0

~ dx =arcoth(x)+c fiir[x>1

Exponentialfunktionen: Iex dx=e*+c; jax dx = +C

Speziell: Il L ~ dx=atn(x)+c; I
+X

dx =artanh(x)+c fiir|x| <1; I
1-x?

1 1
J dx = arsinh(x I — dx = asn(x)+c fir|x|<1; I dx = arcosh(x)+c fir|x| >1
V1+ X2 v1- | | Vx% -1 | |

Polynomdivision & Partialbruchzerlegung:
Beispiel:

5 4 3 a2 0oy
J‘2x 3+ 4x7 - 6x7 ~ 9% 18dx= (Polynomdivision bei Grad Z&ahler>Grad Nenner)

2x4 —x® —6x?
12x3 + 6x2 —9x —18
=IZ+X+ 3 5
2X" — X7 —6X

dx = (Partialbruchzerlegung des Restes, Ansatz uber Nullstellen des Nenners)

dx =

1 3 3 4
24X+ —+—+——+
X x° X-2 2x+3

X2 3
:2x+?+ln|x|—;+3‘In|x—2|+2'ln|2x+3|+c

Prof. Mag. Martin Schilk
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2) Anwendungen der Integralrechnung

Flache zwischen y = f(x) und x-Achse:
— [*2
A= fxl y dx

Azf;:ydx+

X
fx3ydx| X1, X, X3 ... Nullstellen
2

Flache zwischen y; = f(x) und y, = g(x):

A= [ (yr = yg)dx

A= f;:(yf - yg) dx + f;;(yf - yg) dx| X1, X2, X3 ... Schnittstellen
Bogenldnge von y = f(x):

X 7 ’ dy
s=fx12 1+y'? dx y'=—

Schwerpunkt einer Flache zwischen y = f(x) und x-Achse: ,Fldchenschwerpunkt”

A=f;12ydx
Myzf;:(x-y)dx

1 My | M
My =3 [1y? dx sCZ1%)

“

Schwerpunkt einer Flache zwischen y; = f(x) und y; = g(x): , Fldchenschwerpunkt

X2
A Zf (vr — vg)dx
X1

My = [77 (% (o =~ 7)) dx
My=1 P07 -y2)dx S(2|%)

Schwerpunkt eines Kurvenstiicks y = f(x): , Linienschwerpunkt”

s=f;12 1+y'2dx y’=d—y

dx
M, = f;lz(x {1 +y’2) dx
My = [2(y-T+y7) dx s(*2

Mx)
s

Prof. Mag. Martin Schilk
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Volumen bei Rotation von y = f(x) um x — Achse / um y- Achse:
Vo= [0y dx
Vy=m-[2x*dy  xexplizit,ys=f(xa), v = f(x2)

Oberflacheninhalt bei Rotation von y = f(x) um x — Achse / um y- Achse:

0x=27r-f;2(y-w/1+y'2)dx y':Z—z

y - .. ’ dx
0, =2m- fylz(x V1+x'%)dy x explizit, x' = 2=, y1 = f(x1), y2 = f(x2)

Korperschwerpunkt bei Rotation von y = f(x) um x — Achse / um y- Achse:

Vx=n-f;612y2dx

M
My, =m-[2(c-ydx  S(5Z10]0)
V,=m-[?x*dy x explizit, y; = f(x1), y, = f(x,)
=7 [Py x? Mxz
My, =m0 [0 x* )dy s(o|%=10)

Mantelschwerpunkt bei Rotation von y = f(x) um x — Achse / um y- Achse:

7 ! d
0x=27r-f;12(y- 1+y2)dx y :ﬁ
Myz=27r-f;12(x-y- 1+y’2)dx S(MO—ZZ|0|0)
0, =27 f;’lz (x-VI+x7)dy x explizit, x' = Z—i »¥1 = flxa), 2 = flxo)
Mo =20 [y = NTF ) dy (o[ 5210)
y

Guldin‘sche Regeln:

Ve,=2m -y, A Vy=2'mxy-A

Volumen Drehkérper = Weg des Fldchenschwerpunkts S ( x, | yo ) bei einer Umdrehung x Fldcheninhalt A der
rotierenden Fliche

0,=2"m-"yy*S 0y=2-m"xp"S
Oberfliche Drehkérper = Weg des Linienschwerpunkts S ( x, | v, ) bei einer Umdrehung x Lédnge s des
rotierenden Kurvenstiicks
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Flachenschwerpunk Vielecke (n>= 3 Ecken):

n
A:%'Zxk'ykJrl_XkJrl'yk wobei n+1<1
k=1
1 n
My :E'Z(Xk Vierr = Xiear - Vi) (X +Xiean)
k=1
1 < My | M
Mx=E'Z(Xk'yk+l_xk+l'YK)'(yk+yk+1) S(7y|7x)
k=1

Flachenschwerpunk zusammengesetzter Flachen:
Flachenschwerpunkte S; (X1 / 1), S2(X2 / V2), ..., Sn(Xn / ¥n); Flacheninhalte Ay, A, ..., A,

n

Z(Xk'Ak) Z(yk'Ak)
=L ys = — S (xs/ys)

DA > A
k=1 k=1

Xy =

Linienschwerpunk zusammengesetzter Linien:
Linienschwerpunkte S; (X1 / V1), S2(X2 / V2), ..., Sn(Xn / ¥n); Bogenldngen sy, s,, ..., Sn

n

Zn:(xk'sk) Z(Yk -5y

XS:k:ln— yS:k:ln— S(XS/yS)
pIE P
k=1 k=1
Tragheitsmoment eines Drehkorpers (Massenmoment zweiten Grades):
X5
Schwereachse = Drehachse = x-Achse: Jy = ”—2’0 : I y“dx o= Vm
% X
Schwereachse | | Drehachse = x-Achse (Abstand a,): Js, =Jx m-af,
A
Schwereachse = Drehachse = y-Achse: Jy = % x*dy p= m
Y Vy
Schwereachse | | Drehachse = y-Achse (Abstand a,): Js, =Jy -m-a2

Flachentriagheitsmoment (Flaichenmoment zweiten Grades):

X3 X3
I, :% jy3dx Iy, = Ixz -y dx bezliglich der x-Achse, y-Achse

Xy Xy
I, =1, —A-y: ls, =1y —A-x¢ beziiglich Schwerelinien durch S (x, / ys)
Zusammengesetzte Flichen: Lo=ls + A+l +AyyE +...

- x2 2
Iy_lsy1+A1 xsl+lsy2+A2 Xs, +-..
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3) Fourierreihen

Funktion f(x) mit Periode p = 27: oy . s
f(x) =%+Z[an -c0s(n-x)+ b, -sin(n- x)] ; 5} ) .

n=1 _or — 0 ¥
2z
8= [ 1(x)ox .
79 =D
1 2z
B =— '[f(x)-cos(n -x)dx falls f(x) ungerade (symmetrisch Ursprung): a, = 0
0
2z
b, = ~ I f(x)-sin(n-x)dx falls f(x) gerade (symmetrisch y-Achse): b, =0

0

Funktion f(t) mit Periode p=T:

f(t)=%+2{an-cos(n-z_l_—”-tj+bn-sin(n~2_|_—”-tﬂ oft a)=2_|_—”

n=1

&
Il
=]
—
—_
N
o
—

[
p=
Il
N
Ot 1 ot | O —

f(t)~cos(n -2_|_—”'tjdt falls f(x) ungerade (symmetrisch Ursprung): a, = 0

jon
>
Il
=~

f(t)-sin(n -2T—”-tjdt falls f(x) gerade (symmetrisch y-Achse): b, = 0

VI. Funktionen in zwei unabhangigen Variablen

Raumliche Funktion: z=f(x, y), R2—> R

Partielle Ableitung von f nach x: f, _a :—af x.y)
OX OX

Partielle Ableitung von f nachy: f, _a :_af (x.y)
oy oy

Tangentialebene in einem Punkt [xo, Yo, o= f(Xo, Yo)I: 2= (X, Yo)+ (%0, Yo)- (X=X )+ f, (X0, ¥o)- (Y = ¥o)

Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum im Punkt (Xo, Yo, Zo): f,(Xo, Yo)= fy(xo,yo):o

Lokales Maximum: (X5, ¥0) <0, f,,(%,¥0) <0, (X0, Yo)- fyy (%0, Yo)— f,5 (%0, ¥0) <O
Lokales Minimum: f,, (X0, Y0)>0, fy,(%,¥%0)>0 (X0, Yo)- (%0, Yo) = fig (%0, ¥0) >0

. 0%z azf(x y) 0%z azf(x y)
. 2 _ _ ’ _ _ ’
Sattelpunkt: (X, Yo)" fyy (X0, Yo)— F.5 (%0, ¥o) <0 wobei f, =— = 2 fy = P

) oo

Volumen des von der x-y-Ebene und der Funktion z = f(x, y) begrenzten Korpers (Basisechteck x4, X5, Y1, Y2):
X2 Y2

V= ij(x, y)dxdy

X1 Y1
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VIl. Funktionen in Polarform

Kreis: fir(p)=r ¢...RAD
Logarithmische Spirale: fir(p)=r e
Archimedische Spirale: fir(p)=a-p+r,
Hyperbolische Spirale: fir(p)= a, I =0
4

Blattkurven: f:r(p)=a-sin(n-)
Kardioide (Herzkurve): f:r(p)=a-(1+cos(p))
Lemniskate: f:r(p)=a-,/cos(2¢) D!
Strophoide: fir(p)= a-M

cos()
Zissoide: f:r(@)=a-sin(p)-tan(p)
'Steigung': = Z(Polstrahl, Kurventangente) t...DEG

r((o):atn(—rl((o)), 7(p) =90° bei 1'(p) =0 r= 20
r'(®) do
2 12 "

Krtimmung: K(p) =" (@)+2-r (w)—r((g)-r (¢)

(2 () + 120

1 P2
Sektorfliche: A=E~ J.rz((p)d(p
o

(7]
Linge eines Kurvenbogens: S= I\/rz((p) +1r2 (p)de
P
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VIII. Funktionen in Parameterdarstellung

Ellipse: f:t— X(t):a'cc.)s(t) Hyperbel: f :t — X(t):a'cc.)Sh(t)
y(t) =b-sin(t) y(t) =b-sinh(t)
Zykloide: Kreis (Radius r) rollt auf einer Geraden ab Rollkurven:
X()=r-(t—a-sin(t) a=1 gespitzt
L y(t)=r-(1—a-cos(t)) a<l gestreckt

a>1 geschlungen
Epitrochoide (Aufradlinie): Kreis (Radius r;) rollt auRen auf einem Kreis (Radius r;)ab

h+r
X(t) =(r, +1,)-cos(t)—a-r, -cos(g ~tJ
r

fit— 2

y(©) =(n+ry)-sint)-a-r, -sin( h : P ~t]
2

Hypotrochoide (Inradlinie): Kreis (Radius r,) rollt innen auf einem Kreis (Radius r;)ab

X(t)=(r,—r,)-cos(t)+a-r, -COS( n r— r, 'IJ

fito 2

2

y(t) =(r,—r,)-sint)-a-r, ~sin[ il r— r ~t]

Kreisevolvente: Gerade rollt auf einem Kreis (Radius r) ab

{x(t) =r-cos(t) +r-t-sin(t)
fito> )
y(t) =r-sin(t) —r-t-cos(t)

Lissajous'sche Figuren: A...Amplituden, o...Frequenzen, @...Nullphasenwinkel

(. X(t) = A, -sin(o, -t+9,)
= y(t) = A, -sin(@, -t+gp,)

Steigung: k =—¥ x:% y:ﬂ
X dt dt
Krimmung: oo XYZXY
(>'<2 +y2)?
¢}
Fliche (Kurve, x-Achse): A= I(y~>‘<)dt
4
1t
Sektorfldche: A=E~I(x- y—y-X)dt
4
[}
Linge eines Kurvenbogens: s= .HXZ +y2dt
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IX. Differentialgleichungen

Gleichungen die mindestens eine Ableitung y’, y*, y(”’ (bzw. einen Differentialquotienten dy/dx) enthalten.

gewdhnlich: Funktion in einer Variablen / partiell: Funktionen in mehreren Variablen

Ordnung n: hochste vorkommende Ableitung y(")

Grad: hchste vorkommende Potenz von y und y™, Grad 1 ... linear

variable / konstante Koeffizienten von y und y™

inhomogen | homogen: es existiert ein / kein Term s(x), der weder y noch y™ enthilt. s(x)... , Stérfunktion
implizit F(x, y, y’,...y"™) = 0 / explizit y = f(x, y, y*,..y" ™)

«

1) Differentialgleichungen 1. Ordnung

Anfangsbedingung y(xo) = yo flihrt auf eine partikuldre (spezielle) Losung ay,.

Trennung der Variablen:

% —y'=f(x)-g(y) = J.% = I f(x)dx
Beispiel:

_d
y=d—y=X-(1+y2)

2
y= atn(x? + CJ

. T Vi 02 T
Anfangsbedingun O)=—=—=atn| —+c|=c=tan| — [=1
g gung y(0) 172 [2 ] (4]

2
X
AYp = atn(? +1J

Substitution:

dy du du . ..
—=y'=fla-x+b-y+c) u=a-x+b-y+c, —=u'=a+b- f(uy=y=|————=x+c, Ricksubst., y explizit
—=y= 1 y+c) yre W=y ja+b.f(u) y exp

Beispiel:

y'=%=(X+2y+3)2 Subst:u=x+2y+3=y'=u’
X

=dx

u‘:j—u:1+ 2y'+0 =1+ 2u? = (Trennung der Variablen) 5
X

J.l+d;u2 h Ildx

atn!\/E -u ' _
=X+C

1+2u

J2
u ZJ_)tan V2 x+e = (Rucksubstitution) X + 2y + 3= J_)tan V2 x+e
V2 V2
y_tan\/i-x+c _x 3
22 2 2
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung
y+p(x)-y=s(x)

1) zugehérige homogene Differentialgl. y'+p(x)-y =0 durch Trennung der Variablen 18sen: y,, :c-ej_p(x)dX

2) Variation der Konstanten c=c(x): y= c(x)-eJ_p(X)dx; y* bilden (Produktregel!); y und y*in Dgl. einsetzen
3) c’(x) explizit darstellen; Integrieren = c(x); in Ansatz einsetzen = vy, (partikuldre Losung)

4) y=yu+ye

5) ev. Anfangsbedingung y(xo) = yo = weitere partikuldre Losung ay,

Beispiel:
Y'+X-y=3X
d d X2 s
Hhom.Dgl. y'+x-y=0= 2 = x.y= _[—y:.[—xdx:>ln|y|=——+6:> Yy =C-e 2
dx 2
x2 x2

2)Ansatz:y =c(x)-e 2 = y'=c( e2+cx)e7-—x

x2 x? x?

=c'(x)-e 2 +c(x)-e 2 -(=x)+x- [c 2}
S x* x
3)c'(x)-e 2 =3x=c'(x)=3x-e2 =c(x J.3x e2dx 3-e2

x2 x2

= (Ansatz) y, = 3.2.e 2 =3

XZ

4)y=yu+yp=c-e 2 +3
02 X2

5) Anfangsbedingung y(0) =5=5=c- e 2 +3= c=2= weitere partikulare Losung pyp =2- e 2+3

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstantem Koeffizienten p

y+p-y=s(x) mit peR
1) Losung der zugehorige homogene Differentialgleichung y'+p-y=0: y, =c-e ¥
2) Losungsansatz fiir yp je nach Bauart der Storfunktion s(x):

S(X)=ag+a,-X+a, X*+..+a,-X" Yp =do+d-X+dy X +..4dy - X"
S(x) = &, -sin(@- )+ a, - c0s(e- X) Yp =d; -sin(@- x)+d, - cos(w- x) oder y, =d -sin(w-x+¢)
S(X):a'eb.x yP :d'eb.x flr bi_p

yp =d-x-e”* fir b=—p
3) ypundy;’in Dgl. einsetzen; d, dy, d; ... berechnen (Koeffizientenvergleich) = vy, (partikuldre Losung)
4) y=yu+ye
5) ev. Anfangsbedingung y(xo) = yo = weitere partikuldre Losung ay,
Beispiel:
y'+2-y =3-sin(4x)
1)y, =c-e
2) Ansatz: yp = d, -sin(4x)+d, - cos(4x)= yp'=d, - cos(4x)- 4 — d, -sin(4x)- 4
3)d, - c0s(4x)-4—d, -sin(4x)-4+2-(d, -sin(4x)+d, - cos(4x)) = 3-sin(4x)
(—4d, + 2d1)-sin(4x)+ (4d, + 2d,)- cos(4x) = 3-sin(4x)+ 0- cos(4x)
2d, -4d, = d, =03
= 4d, +2d, = : d,=—0,6
4)y =y, +Yp =C-& 2 +0,3-sin(4x)-0,6 - cos(4x)

= yp =0,3-sin(4x)— 0,6 cos(4x)
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2) Differentialgleichungen 2. Ordnung

Anfangsbedingungen y(xo) = yo und y‘(xo) = yo' flihren auf eine partikuldre (spezielle) Lésung ay,.

Randbedingungen y(xo) = yo und y (x;) = y; fiihren auf eine partikuldre (spezielle) Ldsung ryp.

Reduktion der Ordnung durch zweifache Integration:

y'=f(x)= y'=J.f(x)jx+cl:> y=j(jf(x)dx)dx+cl-x+c2

Beispiel:
y"=%:> y‘:j%dx:—§+cl:> y=I—§+qu: y=-3-Inx+c,-x+¢,
X X X X

Anfangsbedingung : y()) =3, y'(}) =2 3=0+G+C _ =5
. =9, = = =

g g g y y 2:_3+cl+0 02:_2

aYp =-3-Inx|+5-x-2

Reduktion der Ordnung durch Substitution:

y'=f(y'), y'= f(x,y") sind I6sbar durch die Substitution y'=z(x) = y"=2": y =J.z(x)dx+c2

Beispiel:
y'= 3y = (Sustitution) z=y", & _ y'=
X dx
dz =3'—Z:>(Trennung der Variablen) J.E:J.de: Injz|=3-Inx|+T=z=c-x
dx  x z X
4
y:IC-xf*dx:C'XI*Cz =y=0-x"+0

. 2=C+C C=-2
Randbedingung : y() =2, y(2) =-12 = =

-12=8c,+c, cC,=4
RYp=—2-x*+4

y"=f(y), y'=f(y,y') sind I8sbar durch die Substitution y'= z(y(x)) :y":gz

Beispiel:
y'= —is = (Sustitution) z = y', gz z=y'>
y d
dz 1 . 1 2 1 _ 1
—.z=——=(Trennung der Variablen) | zdz=|-—=dy=> —=——+C=>z=+ |—=+C
dy y? ( ; )I j VT2 2y y?
, dy 1 . y - dy
y'=—==1% |—+c = (Trennung der Variablen) I—:Iildx
dx y Ji+c-y?
2— . 2_
—“1+C y 1:ix+62 = 1+cl~y2 =CX+C,=> y=1% —(Cl X+CZ) !
c G
—c2- =0 =8,75
Anfangsbedingung : y(0) = +2, y'(0) = +3= dasc-1l G y..n.def .l v “
cZ-1)=¢ -c2 “¢c,=%1 c, =16
2 GG 2 2
(8,75-x£6f -1 . ( 24 j . (24 j
=+ |———2—— Anm.: Hyperbel mit M| ——/0 |und Hyperbel mit M| —/0
aYe 8,75 w 35 » 35
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Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten p, q
y'+p-y+q-y=s(x) mitp, gelR
1) Loésung der zugehorige homogene Differentialgl. y"+p-y'+q-y=0:

Exponentialansatz y =c-e** = Charakteristische Gleichung 2+ p-A+q=0

1.Fall: 424, €R Yy =C "% 4c, R
2.Fall: =2,=1 €R Yy =G -e" " +c, - x-et*
3.Fall: A, =a+b-jeC Yy = -e**-cos(b-x)+c,-e** -sin(b- x)
2) Losungsansatz fiir yp je nach Bauart der Storfunktion s(x):
S(X)=ag+a,-X+ay X +..+a, X" yp =do+0d;-x+dy-x2+..4d, - x"
Yp =0y -x+dy - X*+..+d, - X" +d,,, - x"" falls g =0
S(x) = &, -sin(@- )+ a, - c0s(e- X) yp =d; -sin(@- x)+d, - cos(ew- x) oder yp =d -sin(w- x+¢)
yp = X-[d; -sin(@- x)+d, - cos(@- x)] wenn b = @ und a = 0 (Fall 3)
s(x)=a-e* yp=d-e”* wennb# X, und b # X, (Fall 1)

yp=d-x-e”* wennb =2, und b =2, (Fall 1)
yp =d-x?-e®* wenn b = A (Fall 2)
3) ve, Vo', Vo' in Dgl. einsetzen; d, dg, dy, ... berechnen (Koeffizientenvergleich) = vy, (partikulare Losung)
4) y=yu+ye
5) ev. Anfangsbedingungen y(xo) = yo und y‘(xo) = Yo' = weitere partikuldre Lésung ay,
ev. Randbedingungen y(xo) = yo und y (x;) = y; = weitere partikuldre Losung ry,
Beispiele:
y"+4-y'+8-y = 29-sin(3x)
)22 +42+48=0 = A, =242
Yy =C; - 2 cos(2x)+c, -e72* -sin(2x)
2)Ansatz(a=0Aw=3#b=2):
yp = dy -sin(3x)+d, - cos(3x)
yp'=3-d, - cos(3x)—3-d, -sin(3x)
yp''=-9-d, -sin(3x)-9-d, - cos(3x)
3)-9-d, -sin(3x)-9-d, - cos(3x)+ 4-(3- d, - cos(3x) - 3-d, - sin(3x))+ 8- (d, - sin(3x) + d, - cos(3x) ) = 29 - sin(3x)
(-d, —12d,)-sin(3x)+(12d, — d, )- cos(3x) = 29 -sin(3x) + 0 - cos(3x)
= =
12d,-d, =0 ~ d,=-24
4)y =y, +Yp = - 2% -cos(2x)+c, -e72* -sin(2x) - 0,2-sin(3x) - 2,4 - cos(3x)

= yp =—0,2-sin(3x) - 2,4 - cos(3x)

Y—6-y+9-y=3-t+4.e*
) A2-6A+9=0= 4 =4=1=3 = y, =¢,-et+c, t.e*
2)Ansatz(b=1=3):
yp =do+d,-t+d,-t*-e®
yp:d1+d2~(2-t~e3t+3-t2-e3‘)
yp:dz-(2-63t+12-t-eat+9-t2-63t)
3)d, (262 +12-1-e% +9.12-6% 6. (d, +d, (21 € +3-t2.6% ) +.0-(dg + -ty -2 6% )= 3.1+ 4.
(9d, —6d,)+9d, -t+2d,-e* =0+3-t+4-¢*
9d,-6d, =0 dy,=2/9 L2,
= 9d;=3 =4d,=1/3 :>yp:2+§~t+§-t -e
2d, =4 dy=2
4)y =y +yp =¢,-e®+c,-t-eM +2+0,333-1+0,222- 1% ™

t
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Beispiel: frei schwingendes Federpendel (Einmassenschwinger)

m-y+d-y+k-y=0 m..Masse,d...Dadmpfung/Proportionalitatsfaktorder Reibung, k...Federkonstante/Steifigkeit

(a)m=30kg, (b)m=78125kg, (c)m=2300kg, d =250kg/s bzw. Ns/m, k =200N /m,
Anfangsbedingungen : y(0) = 0... Anfangsverschieung, v, = y'(0) =3m/s... Anfangsgeschwindigkeit

—d+d’—4-m-k

m-A+d-A+k=0= 4, =

2-m
—d+x/d2—4-m-k( —d—\/dz—A-m-kt
(Fall a) d®>~4-m-k>0:y(t)=c,-e 2™  +c,-e 2m
m-v,
AB=c,=-C,C ==
d>—4-m-k
—d+Vd2-4mk _d—Jd2—amk
m-v, — m-v L
y{t)=—2—.e¢ 2m "% g zm

y(t) =0,459.e7%%% —0,459.e """, starke Dampfung, "Kriechfall"
—d. -,
(Fall b) d*—4-m-k=0:4, :/12:/1:72_-?11 = y(t)=c,-e" +c,-t-e?"
AB =c, =0,¢, =V,
—d,
y(t)=v,-t-ezm
y(t) =3t-e ... "aperiodischer Grenzfall"

2 . .
(Fa" C) d2—4.m.k<0:1/12: —d +\/m. )

2:m 2-m )
= d*—4.m-K| JJd?—4-m-K
= y(t):ez'mt~ c,- 0S| ———— -t |+C, -Sin| ———— -t
' 2-m 2 2-m
AB:>01:0,02=2'm7'V°
d* —4.m-K|
2.m-v ;%4 . ‘d2—4~m-k

y(t) =4,272-e %" .5in(0,702t) ... "gedampfte Schwingung "

Fall c (griin): m = 300kg

Fall b (blau): m = 78,125kg

Fall a (rot) : m 30kg

1 2 3 4 5 [ ? e

Sonderfall : d =0; (Rest siehe oben, m =50kg )

2m-vy o . [+4-m-k m . k
y(t)zme -SIn Tt = ?'VO'Sln Et

y(t) =15-sin(4-t) ..."ungedampfte Schwingung"
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