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I. Funktionen & Gleichungen 

 

1) Potenzen, Potenzfunktion, Wurzelfunktion, Wurzelgleichung 

Faktoren)(naaaan  ... ;  10 a ;  aa 1 ;  
n

n

a
a

1
 ;   0;

1

 aaaaa n

m
n mnn

 

nmnm aaa  ;  nm

n

m

a
a

a  ;    nmnm aa  ;    nnn
baba  ;  

n

nn

b

a

b

a









 0,0  ba  

)!nmfürtzRechengese(keinaa nm  ... ;  )!nmundbafürtzRechengese(keinba nm  ...  

  222
2 bbaaba  ;    32233

33 bbabaaba  ; … (Pascal’sches Dreieck) 

Wurzelgleichungen: „Wurzel isolieren“ – Quadrieren – Probe! 

Potenzfunktion: Beispiel 2: xyf  , ℝℝ


0
  

– Umkehrfunktion: Wurzelfunktion(en): xyf  :1
1 , ℝ



0 ℝ


0
 und xyf  :1

2 , ℝ


0 ℝ


0
 

 

2) Quadratische Funktion, Quadratische Gleichung 

cxbxayf  2: , Graph: Parabel 0a  

02  cxbxa , 
a

cabb
x






2

42

21  2, 1, 0 Lösungen  ℝ 

02  qxpx , q
pp

x 
42

2

21  

Satz von Vieta: 
a

b
pxx  21 ;  

a

c
qxx  21  

 )()( 21
2 xxxxqxpx  ;  )()( 21

2 xxxxacxbxa   

 

3) Exponentialfunktionen & -gleichungen, Logarithmusfunktionen & -gleichungen 

Der Logarithmus von b zur Basis a ist jener Exponent x, mit dem man a potenzieren muss, um b zu erhalten: 

 
)lg(

)lg(

)ln(

)ln(
log

a

b

a

b
bxba a

x  , wobei 0,1,0  baa  

 bxbex ln  … natürlicher Logarithmus LN;  Euler’sche Zahl 67182818284.2
1

1lim 











n

n n
e  

 bxbx lg10   … dekadischer Logarithmus LOG 

 

Rechengesetze für Logarithmen: 

     baba logloglog  ;     ba
b

a
logloglog 








;     anan loglog  ;    )!tzRechengese(keinba ...log   
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Natürliche Exp.fkt.: xeyf : , ℝℝ
  – Natürliche Logarithmusfunktion:  xyf ln:1 

, ℝ
 ℝ 

Dekadische Exp.fkt.: xyf 10:  , ℝℝ
  – Dekadische Logarithmusfunktion:  xyf lg:1 

, ℝ
 ℝ 

Allgemeine Exp.fkt.: xayf : , ℝℝ
 , 1,0  aa  – Allg. Log.fkt.: 

 
 a

x
xyf a

ln

ln
)(log:1 

, ℝ
 ℝ 

 

Exponentialgleichungen (Unbekannte im Exponent): beidseitig Logarithmieren (Rechengesetze!) 

Logarithmusgleichungen: Logarithmus eines Therms (Rechengesetze!) oder Zahl – „Entlogarithmieren“ 

 

4) Kreisfunktionen (Winkelfunktionen), Arkusfunktionen, goniometrische Gleichungen 

Winkelmaß (Degree, DEG) – Bogenmaß (Radian, RAD): 






180

RAD ;  



180


RAD   

 

        2222 sinsin1cossin   :seSchreibwei  

 
 
 



cos

sin
tan  ;  Kotangens  

 
 
 





sin

cos

tan

1
cot  ; 

Sekans  
 


cos

1
sec  ;  Kosekans  

 


sin

1
csc   

1. Summensatz: 

          sincoscossinsin  ,  speziell:        cossin22sin    

          sinsincoscoscos   ,  speziell:        22 sincos2cos   

 

Trigonometrie des rechtwinkeligen Dreiecks: 

222 bac  ;  
2

ba
A


  

   
Hypotenuse

teGegenkathe
...Sinus

c

b

c

a
  sin,sin  

   
Hypotenuse

Ankathete
...Kosinus

c

a

c

b
  cos,cos  

   
Ankathete

teGegenkathe
...Tangens

a

b

b

a
  tan,tan  

 

Trigonometrie des allgemeinen Dreiecks: 

Sinussatz (WSW, SsW): 
      sinsinsin

cba
  

Kosinussatz (SWS, SSS):  cos2222  babac

 
 



















ba

cba
acs

2

222


 

      sin
2

sin
2

sin
2











accbba

A  
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Sinus:  xyf sin:  , ℝ [-1 ; 1] – Arkussinus:    xxasnyf arcsin:1  , [-1 ; 1] 









2
;

2


 

Kosinus:  xyf cos:  , ℝ [-1 ; 1] – Arkuskosinus:    xxacsyf arccos:1  , [-1 ; 1]  ;0  

Tangens:  xyf tan:  , ℝ\  
2

12

n ℝ – Arkustangens:    xxatnyf arctan:1  , ℝ











2
;

2

  

 

Arkusfunktionen (beim Lösen goniometrischer Gleichungen): 2 Werte in [0 ; 2] 

 

x1 = asn(a), x2 =  - x1 

x0 = asn(b) < 0 , x3 =  + |x0|, x4 = 2 - |x0| 

 

 

x1 = acs(a), x2 = 2 - x1 

x3 = acs(b), x4 = 2 - x3 

 

 

x1 = atn(a), x2 =  + x1 

x0 = atn(b) < 0 , x3 =  - |x0|, x4 = 2 - |x0| 

 

 

Allgemeine Sinusfunktion (harmonische Schwingung): 

   tayf sin:  a…Amplitude;  …(Kreis)Frequenz;  …Nullphasenwinkel 

 


2
T …Periode(ndauer); 




0t …waagrechte Verschiebung (Nullstelle) 

Es gilt:   









2
cossin:


 tatayf ; speziell:   










2
cossin:


ttyf  

 

Addition von Sinusschwingungen gleicher Frequenz: 
ergibt Sinusschwingung mit derselben Frequenz 

       tatata sinsinsin 2211  wobei  1221
2
2

2
1 cos2   aaaaa

 

  

   
   



















2211

2211

coscos

sinsin






aa

aa
atn  

Addition von Sinusschwingungen ungleicher Frequenz: 

ergibt eine periodische Funktion (keine Sinusfunktion!), wenn das Verhältnis eine rationale Zahl ist. 
Schwebung: ähnliche (leicht unterschiedliche) Frequenzen 

Multiplikation von Sinusschwingungen gleicher Frequenz: 
ergibt eine periodische Funktion, deren Periode halb so groß wie jener der Ursprungsfunktionen ist. 

Multiplikation von Sinusschwingungen ungleicher Frequenz: 
Schwingung mit „schwingende Amplitude“ 
Amplitudenmodulation:     ttaayf  21 sinsin:    
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5) Hyperbelfunktionen, Areafunktionen 

 

    1sinhcosh 22    

 
 
 



cosh

sinh
tanh  ;   

 
 
 





sinh

cosh

tanh

1
coth   

1. Summensatz: 

          sinhcoshcoshsinhsinh   

speziell:        coshsinh22sinh    

          sinhsinhcoshcoshcosh   

speziell:        22 sinhcosh2cosh   

 

 

Sinushyp.:  xyf sinh:  , ℝℝ – Areasinushyp.:  xarsinhyf  :1 , ℝℝ 

Kosinushyp.:  xyf cosh:  , ℝ [1 ; ] – Areakosinushyp.:  xarcoshyf  :1 , [1 ; ]ℝ0
+ 

Tangenshyp.:  xyf tanh:  , ℝ  1;1  – Areatangenshyp.:  xartanhyf  :1 ,  1;1 ℝ 

 

Zusammenhang mit Exponential- und Logarithmusfunktionen: 

    xexx  sinhcosh  

 
2

sinh
xx ee

x


 ;    
2

cosh
xx ee

x


 ;   
xx

xx

ee

ee
x








tanh ;   

xx

xx

ee

ee
x








coth  

  






  1ln 2xxxarsinh ;     






  1ln 2xxxarcosh ;     













x

x
xartanh

1

1
ln

2

1
;    














1

1
ln

2

1

x

x
xarcoth  

 

 

 

Zusammenhang zwischen Hyperbelfunktionen und Winkelfunktionen mit imaginären Argumenten: 

   bjbj sinhsin  ;      bbj coshcos  ;      bjbj tantanh   

Zusammenhang zwischen Hyperbelfunktionen und Winkelfunktionen mit komplexen Argumenten: 

         bajbabja sinhcoscoshsinsin  ;           bajbabja sinhsincoshcoscos   

Komplexe Darstellung der  Winkelfunktionen mit der Exponentialfunktion: 

 
j

ee
a

ajaj








2
sin ;    

2
cos

ajaj ee
a

 

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II. Komplexe Zahlen 

 

12 j ;  j … imaginäre Einheit;  ℂ … Menge der komplexen Zahlen 

jbaz   … komplexe Zahl in Komponentenform;  a ℝ … Realteil,  b ℝ … Imaginärteil 

jbaz   und jbaz *  … konjugiert komplexe Zahlen 

Darstellung in der Gauß’schen Zahlenebene 

 

Polarform – trigonometrische Form:   ;rz  

Polarform – Exponentialform:  RADj
erz


  

Umrechnung in Polarform 22 bar  ;  









a

b
atn  … Sonderfälle für a = 0 und Quadrant beachten! 

Umrechnung in Komponentenform  cos ra ;   sin rb ;  somit     sincos  rjrz  

Euler’sche Formel:     sincos  je j ;    1je ℝ 

 

Eine Quadratische Gleichung 02  cxbxa  mit negativer Diskriminante 042  cab  besitzt die 

konjugiert komplexen Lösungen j
a

cab

a

b
x 











2

|4|

2

2

21   

 

Rechnen in Komponentenform (Add., Subtr., Mult., Div.): 

    jbbaazzz  212121   

    jbbaazzz  212121   

    jabbabbaazzz  2121212121 ;   2
1

2
1

*
11 bazzz ℝ 

j
ba

abba

ba

bbaa

zz

zz

z

z
z 
















2
2

2
2

2121

2
2

2
2

2121

*
22

*
21

2

1  

 

Rechnen in Polarform – trigonometrischer Form (Mult., Div., Pot. Exponent n  ℕ, n-te Wurzel): 

 212121 ;   rrzzz  














 21

2

1

2

1 ; 
r

r

z

z
z  

  nrz nn ;  

1,...,0,
360

; 






 
 nk

n
k

n
rz nn 

   (n Lösungen!) 

 

Rechnen in Polarform – Exponentialform (Mult., Div., Pot. mit Exponent  ℂ, Logarithmieren): 

     
...

2222
12

sincos

11 
  rjrjz

erz ,  


20788,02



ej j
ℝ 

      jrerz j    lnlnln   



Ingenium Education – Mathematik 

Prof. Mag. Martin Schilk 7 

III. Vektoren & Matrizen 
 

1) Vektoren in der Ebene ℝ² 
















y

x

a

a
a


, Ortsvektor des Punktes A(ax/ay) 

Betrag (Länge): 22
yx aaa 


;  Nullvektor 










0

0
0


;  inverser Vektor (Gegenvektor) 



















y

x

a

a
a


 

Addition, Subtraktion: 



















yy

xx

ba

ba
ba


;  Multiplikation mit Skalar  (Streckung): 



















y

x

a

a
a







 

Einheitsvektor in Richtung des Vektors a


:  a
a

a






1

0 ;  Betrag 10 a


 

Mittelpunkt M einer Strecke AB:  bam



2

1
;  Schwerpunkt S eines Dreiecks ABC:  cbas




3

1
 

Skalarprodukt von a


und b


:   



























 cosbababa

b

b

a

a
ba yyxx

y

x

y

x


ℝ;  baba


 0  

Winkel  zwischen a


und b


:  





















ba

ba
acs 



  

Fläche des von a


und b


 aufgespannten Parallelogramms:    sin
222  bababaA


 

Normalvektoren zu a


:  









x

y

a

a
n


 und 











x

y

a

a
n


 

 

Gerade g durch 2 Punkte P(px/py), Q(qx/qy): 

Parameterform von rpxg

 : , mit Richtungsvektor 




















yy

xx

pq

pq
QPr


 

Normalform von   0:  npxg


, wobei rn


  

Lineare Funktion dxkyg : , Steigung k, Steigungswinkel  katn  

 

2) Vektoren im Raum ℝ³ 



















z

y

x

a

a

a

a


, Ortsvektor des Punktes A(ax/ay/az) 

Betrag (Länge): 222
zyx aaaa 


;  Nullvektor 



















0

0

0

0


;  inverser Vektor (Gegenvektor) 
























z

y

x

a

a

a

a


 

Addition, Subtraktion: 
























zz

yy

xx

ba

ba

ba

ba


;  Multiplikation mit Skalar  (Streckung): 
























z

y

x

a

a

a

a










 

Einheitsvektor in Richtung des Vektors a


:  a
a

a






1

0 , Betrag 10 a


 

Mittelpunkt M einer Strecke AB:  bam



2

1
;  Schwerpunkt S eines räuml. Dreiecks ABC:  cbas




3

1
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Skalarprodukt von a


und b


:   

































 cosbabababa

b

b

b

a

a

a

ba zzyyxx

z

y

x

z

y

x 
ℝ, baba


 0  

Winkel  zwischen a


und b


:  





















ba

ba
acs 



  

Vektorprodukt  


























































xyyx

xzzx

yzzy

z

y

x

z

y

x

baba

baba

baba

b

b

b

a

a

a

bac


, bcac


 ;  sin bac


; abba


  

Volumen des von a


, b


 und c


aufgespannten Tetraeders:   cbaV



6

1
 

 

Gerade g durch 2 Raumpunkte P(px/py/pz), Q(qx/qy/qz): 

Parameterform von rpxg

 : , mit Richtungsvektor 

























zz

yy

xx

pq

pq

pq

QPr


 

 

Ebene  durch 3 Raumpunkte P(px/py/pz), Q(qx/qy/qz), R(rx/ry/rz): 

Parameterform von 21: rrpx

  , mit Richtungsvektoren 

























zz

yy

xx

pq

pq

pq

QPr


1 , 
























zz

yy

xx

pr

pr

pr

RPr


2  

Normalform von   0:  npx


 , wobei 21 rrn


  

 

 

3) Matrizen 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

AMatrixnm

...

............

...

...

21

22221

11211

;  quadratische Matrix: nm   

Transponierte Matrix 























mnnn

m

m

T

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22212

12111

;  Einheitsmatrix (quadratisch): 























1...00

............

0...10

0...01

E  

Addition, Subtraktion: 





























mnmnmmmm

nn

nn

bababa

bababa

bababa

BA

...

............

...

...

2211

2222222121

1112121111

 
 

Multiplikation nur möglich, wenn Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von B „ )()()( nmnppm  “. 

Nicht kommutativ! Berechnung: Skalarprodukte der Zeilen von A mit den Spalten von B („Zeilen  Spalten“): 

































































323322321231

322322221221

321322121211

313321321131

312321221121

311321121111

32

22

12

31

21

11

33

23

13

32

22

12

31

21

11

bababa

bababa

bababa

bababa

bababa

bababa

b

b

b

b

b

b

a

a

a

a

a

a

a

a

a

BA   
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Determinante einer Matrix A: 

0)det( A  … reguläre Matrix A, 0)det( A  … singuläre Matrix A 

22-Matrix: 21122211
2221

1211
)det( aaaa

aa

aa
A   

33-Matrix: 332112322311312213322113312312332211

33

23

13

32

22

12

31

21

11

)det( aaaaaaaaaaaaaaaaaa

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A   

nn-Matrizen: Überführen in Dreiecksmatrix, Determinante = Produkt der Elemente der Hauptdiagonale 

 

Inverse Matrix A-1: 

EAAAA   11  

22-Matrix: 













1121

12221

)det(

1

aa

aa

A
A  

33-Matrix: 
























122122111231321122313221

132123111331331123313321

132223121332331223323322

1

)(

)()(

)(

)det(

1

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

aaaaaaaaaaaa

A
A  

nn-Matrizen: Gauß-Jordan-Verfahren (A  E, E  A-1) 

 

Lineare Gleichungssysteme: 

nnnnn

n

n

bzayaxa

bzayaxa

bzayaxa







...

...

...

...

21

222221

111211

, Matrixschreibweise: BxA 


  

































































nnnnn

n

n

b

b

b

z

y

x

aaa

aaa

aaa

......

...

............

...

...

2

1

21

22221

11211

 

Eindeutige Lösung wenn 0)det( A : BAx  1
 

 

Drehmatrizen: 

Drehung Vektor 















y

x

a

a
a


 um Winkel : 




















 


y

x

a

a
aDa

)cos()sin(

)sin()cos(




, > 0 … gegen Uhrzeigersinn 

Drehung Vektor 


















z

y

x

a

a

a

a


 um Winkel  um die x-Achse: 



































z

y

x

xx

a

a

a

aDa

)cos()sin(0

)sin()cos(0

001






 

Drehung Vektor 


















z

y

x

a

a

a

a


 um Winkel  um die y-Achse: 































 



z

y

x

yy

a

a

a

aDa

)cos(0)sin(

010

)sin(0)cos(






 

Drehung Vektor 


















z

y

x

a

a

a

a


 um Winkel  um die z-Achse: 































 



z

y

x

zz

a

a

a

aDa

100

0)cos()sin(

0)sin()cos(





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Eigenwerte, Eigenvektoren einer Matrix A: 

Eigenwertproblem: 

zu einer quadratischen nn-Matrix A eine Zahl  ℂ (Eigenwert) und einen Vektor 0


x  (Eigenvektor)  

so zu finden, dass die Eigenwertgleichung xxA

   - umgeformt   0


 xEA   - erfüllt ist. 

Falls Matrix A symmetrisch: alle Eigenwerte  ℝ. 

Notwendige Bedingung: charakteristische Matrix  EA    ist singulär. Jede reelle oder komplexe 

Nullstelle des charakteristischen Polynoms     0det  EAP   ist ein Eigenwert. 

Der zu einem Eigenwert i gehörige Eigenvektor ix


 ist die Lösung der Gleichung   0


 ii xEA  . 

 

Beispiel 1: 























425

313

132

A  

  02...

425

313

132

100

010

001

425

313

132

det 23 













































 







 EA  

 Eigenwerte 01  , 12  , 23    ℝ 

Eigenvektoren 1x


, 2x


, 3x


: 

 
0425

0313

0132

0

0

0

425

313

132

00

111

111

111

1

1

1

1
































































zyx

zyx

zyx

z

y

x

xEA























11

3

10

11,3,10 1111 xzyx


 

 
0525

0303

0131

0

0

0

1425

3113

1312

01

222

222

222

2

2

2

2


































































zyx

zyx

zyx

z

y

x

xEA





















1

0

1

1,0,1 2222 xzyx


 

 
0225

0333

0134

0

0

0

2425

3213

1322

0)2(

333

333

333

3

3

3

3


































































zyx

zyx

zyx

z

y

x

xEA























7

3

4

7,3,4 3333 xzyx


 

 

Beispiel 2: 













22

14
A  

  10930106...
22

14

10

01

22

14
det 21

2 































 




 EA  

 Eigenwerte j 31 , j 32   ℂ 

Eigenvektoren 1x


, 2x


, 3x


: 

 
0)1(2

01)1(

0

0

12

11
0)3(

11

11

1

1
1




































yjx

yxj

y

x

j

j
xEjA


 
*
 












j
xjyx

1

1
1,1 111


  

 
0)1(2

01)1(

0

0

12

11
0)3(

22

22

2

2
2




































yjx

yxj

y

x

j

j
xEjA


  












j
xjyx

1

1
1,1 222


  

* linear abhängige Gleichungen [II] = [I] *(-1-j);  x1 und y1 aus Gleichung [I] ablesen;  analog beim zweite Eigenvektor 
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IV. Differentialrechnung 

 

1) Grundlagen 

Funktion )(: xfyf   

Erste Ableitung von f:  
dx

dy
xfyf  )('':'  (momentaner Anstieg - „Steigung der Tangente“) 

Zweite Ableitung von f: 
2

2

)('''':''
dx

yd
xfyf   (momentane Änderung des Anstiegs - „Krümmung“) 

n - te Ableitung von f: 
n

n
nnn

dx

yd
xfyf  )(: )()()(  

)(: tfyf  , Schreibweise für Ableitung nach der Variablen t: 
dt

dy
tfyf  )(:  , 

2

2

)(:
dt

yd
tfyf    

 

Ableitungsregeln (Differentiationsregeln): 

Potenzfunktion: 1'  nn xnyxy  

0' ycy  … Konstantenregel (Ableitung einer Konstanten ist gleich 0) 

   xfayxfay ''   … Faktorregel (konstanter Faktor bleibt erhalten) 

       xvxuyxvxuy '''   … Summenregel (Summanden einzeln Differenzieren) 

       xvxvuyxvuy '''   … Kettenregel (äußere  innere Ableitung) 

           xvxuxvxuyxvxuy '''   … Produktregel 

 
 

       
 xv

xvxuxvxu
y

xv

xu
y

2

''
'


  … Quotientenregel 

Winkelfunktionen:    xyxy cos'sin  ;     xyxy sin'cos  ;   
 

 x
x

yxy 2

2
tan1

cos

1
'tan   

Arkusfunktionen:  
21

1
'

x
yxasny


 ;   

21

1
'

x
yxacsy


 ;   

21

1
'

x
yxatny


  

Exponentialfunktionen: xx eyey  ' ;   aayay xx ln'   

Logarithmusfunktionen:  
x

yxy
1

'ln  ;   
 10ln

1
'lg




x
yxy ;   

 ax
yxy a

ln

1
'log


  

Logarithmisches Differenzieren:               
 
  











xu

xu
xvxuxvxuyxuy

xvxv '
ln''  

 

Steigung & Krümmung einer Funktion f: y = f(x) an der Stelle x0: 

Steigung:  0' xfk  ;  Steigungswinkel  katn   

Krümmung: 
 

  2
3

0
2

0

'1

''

xf

xf



 ;  Krümmungskreisradius 



1

  

 > 0 … Linkskrümmung (konkav),  < 0 … Rechtskrümmung (konvex) 
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2) Anwendungen der Differentialrechnung 

 
Bewegungsgleichung: 

Weg s abhängig von der Zeit t:  )(tss   

Geschwindigkeit v:  
dt

ds
tstv  )()(   

Beschleunigung a:  
2

2

)()()(
dt

sd
tstvta    

 
Kurvenuntersuchung (Kurvendiskussion): 

1) Definitionsmenge von f: y = f(x);  Ableitungen f‘, f‘‘, f‘‘‘ 
2) Nullstellen xN der Funktion f:  y = f(x) = 0 
3) Lokale Extremstellen xE von f:  y‘ = f‘(x) = 0 

4) Krümmung in den Extremstellen:  f‘‘(xE) < 0  lokales Maximum, Hochpunkt H( xE / f(xE) ) 

  f‘‘(xE) > 0  lokales Minimum, Tiefpunkt T( xE / f(xE) ) 

  f‘‘(xE) = 0 und f‘‘‘(xE)  0  Sattelpunkt S( xE / f(xE) ) 

  f‘‘(xE) = 0 und f‘‘‘(xE) = 0  Flachpunkt F( xE / f(xE) ) 
5) Lokale Wendestellen xW von f:  y‘‘ = f‘‘(x) = 0 

  f‘‘‘(xW)  0  Wendepunkt W( xW / f(xW) ) 

  f‘‘‘(xW) = 0  Flachpunkt F( xW / f(xW) ) 
6) Asymptoten;  Wendetangenten tw: y = kwx + d;  Wertetabelle;  Graph;  … 

 
Nullstellensuche bei f(x) mit dem Newton’schen Näherungsverfahren: 

erste Ableitung von f bilden: f‘: y‘ = f‘(x), Schätzwert x0 (kein Extremum zwischen x0 und Nullstelle!) 

Erste Näherung:  
 
 0

0
01

' xf

xf
xx   

Zweite Näherung:  
 
 1

1
12

' xf

xf
xx   

n-te Näherung:  
 
 1

1
1

' 


 

n

n
nn

xf

xf
xx  

 
Taylorreihen von f(x) im Entwicklungspunkt x0: 

     
 

 
 

 
 

 0
)(0

0

3
0

0

2
0

0
0

0
!

...'''
!3

''
!2

'
!1

xf
n

xx
xf

xx
xf

xx
xf

xx
xfxf n

n











 , Fakultät nn  ...321!

 

!
...

!3!2!1
1

32

n

xxxx
e

n
x    im Entwicklungspunkt 00 x  

  ...
!7!5!3

sin
753


xxx

xx ,    ...
!6!4!2

1cos
642


xxx

x   in 00 x  

 
Extremwertaufgaben: 

1. Hauptbedingung aufstellen (was soll maximal / minimal werden?) 

2. Nebenbedingungen aufstellen und in Hauptbedingung einsetzen  Zielfunktion 

3. Erste Ableitung der Zielfunktion gleich 0 setzen  Extremstellen (auf Sinnhaftigkeit prüfen!) 

4. Extremstellen in zweite Ableitung einsetzen  Maximum oder Minimum  
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V. Integralrechnung 

 

1) Grundlagen 

Eine Stammfunktion F(x) von f(x) ist eine Funktion, deren Ableitung F‘(x) = f(x) ist. 

Unbestimmtes Integral … Menge aller Stammfunktionen:   cxFdxxf )()(  

Bestimmtes Integral zwischen den Grenzen a und b: )()()()( aFbFxFdxxf

b

a

b

a
  „Flächenberechnung“ 

 

Integrationsregeln: 

Potenzfunktion 1
1

1







 nfürc
n

x
dxx

n
n ,  cxdx

x
dxx  

 ln
11  

cdx 0  … nur Integrationskonstante 

    dxxfadxxfa    … Faktorregel (konstanter Faktor bleibt erhalten) 

       dxxgdxxfdxxgxf    … Summenregel (Summanden einzeln Integrieren) 

    
  )('

)(')(
' xg

du
dxxg

dx

du
xguonSubstitutimit

xg

du
ufdxxgf   … Substitutionsmethode 

            dxxfxFwobeidxxgxFxgxFdxxgxf   )()('  … partielle Integration 

Winkelfunktionen:     cxdxx  cossin ;      cxdxx  sincos ;      cxdxx  coslntan  

Exponentialfunktionen: cedxe xx  ;  
 

c
a

a
dxa

x
x  ln

 

Logarithmusfunktionen:     0lnln  xmitcxxxdxx ;   
 
 

0
10ln

ln
lg 


 xmitc

xxx
dxx  

Speziell:
 

  cxatndx
x


 21

1
;    1

1

1
2




xfürcxartanhdx
x

;    1
1

1
2




xfürcxarcothdx
x

 

             
  cxarsinhdx

x



 21

1
;    1

1

1

2



 xfürcxasndx

x
;    1

1

1

2



 xfürcxarcoshdx

x
 

 

Polynomdivision & Partialbruchzerlegung: 
Beispiel: 

cxx
x

x
x

x

dx
xxxx

x

Nenners)desnNullstelleüberAnsatzRestes,desnguchzerlegu(Partialbrdx
xxx

xxx
x

Nenner)GradZählerGradbeivision(Polynomdidx
xxx

xxxxx




























32ln22ln3
3

ln
2

2

32

4

2

331
2

62

189612
2

62

1896432

2

2

234

23

234

2345
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2) Anwendungen der Integralrechnung 

 

Fläche zwischen y = f(x) und x-Achse: 

𝐴 = ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  

𝐴 = ∫ 𝑦 𝑑𝑥 + |∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥3

𝑥2
|

𝑥2

𝑥1
 x1, x2, x3 … Nullstellen 

 

 

Fläche zwischen yf = f(x) und yg = g(x): 

𝐴 = ∫ (𝑦𝑓 − 𝑦𝑔)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
 

𝐴 = ∫ (𝑦𝑓 − 𝑦𝑔) 𝑑𝑥 + |∫ (𝑦𝑓 − 𝑦𝑔) 𝑑𝑥
𝑥3

𝑥2
|

𝑥2

𝑥1
 x1, x2, x3 … Schnittstellen 

 

 

Bogenlänge von y = f(x): 

𝑠 = ∫ √1 + 𝑦′²  𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

 

Schwerpunkt einer Fläche zwischen y = f(x) und x-Achse:  „Flächenschwerpunkt“ 

𝐴 = ∫ 𝑦 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  

𝑀𝑦 = ∫ (𝑥 ∙ 𝑦 )𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  

𝑀𝑥 =
1

2
∙ ∫ 𝑦2 𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1
  𝑆 (

𝑀𝑦

𝐴
|

𝑀𝑥

𝐴
) 

 

 

Schwerpunkt einer Fläche zwischen yf = f(x) und yg = g(x):  „Flächenschwerpunkt“ 

𝐴 = ∫ (𝑦𝑓 − 𝑦𝑔)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

𝑀𝑦 = ∫ (𝑥 ∙ (𝑦𝑓 − 𝑦𝑔))  𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  

𝑀𝑥 =
1

2
∙ ∫ (𝑦𝑓

2 − 𝑦𝑔
2) 𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1
  𝑆 (

𝑀𝑦

𝐴
|

𝑀𝑥

𝐴
) 

 

 

Schwerpunkt eines Kurvenstücks y = f(x):  „Linienschwerpunkt“ 

𝑠 = ∫ √1 + 𝑦′²  𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑀𝑦 = ∫ (𝑥 ∙ √1 + 𝑦′² ) 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  

𝑀𝑥 = ∫ (𝑦 ∙ √1 + 𝑦′² ) 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  𝑆 (

𝑀𝑦

𝑠
|

𝑀𝑥

𝑠
) 

  

f 

g 



Ingenium Education – Mathematik 

Prof. Mag. Martin Schilk 15 

Volumen bei Rotation von y = f(x) um x – Achse / um y- Achse: 

𝑉𝑥 = 𝜋 ∙ ∫ 𝑦2 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  

𝑉𝑦 = 𝜋 ∙ ∫ 𝑥2 𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
  x explizit, y1 = f(x1), y2 = f(x2) 

 

 

Oberflächeninhalt bei Rotation von y = f(x) um x – Achse / um y- Achse: 

𝑂𝑥 = 2𝜋 ∙ ∫ (𝑦 ∙ √1 + 𝑦′² ) 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑂𝑦 = 2𝜋 ∙ ∫ (𝑥 ∙ √1 + 𝑥′² ) 𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
  x explizit, 𝑥′ =

𝑑𝑥

𝑑𝑦
 , y1 = f(x1), y2 = f(x2) 

 

 

Körperschwerpunkt bei Rotation von y = f(x) um x – Achse / um y- Achse: 

𝑉𝑥 = 𝜋 ∙ ∫ 𝑦2 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  

𝑀𝑦𝑧 = 𝜋 ∙ ∫ (𝑥 ∙ 𝑦2 )𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  𝑆 (

𝑀𝑦𝑧

𝑉𝑥
| 0 | 0) 

 

𝑉𝑦 = 𝜋 ∙ ∫ 𝑥2 𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
  x explizit, y1 = f(x1), y2 = f(x2) 

𝑀𝑥𝑧 = 𝜋 ∙ ∫ (𝑦 ∙ 𝑥2 )𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
  𝑆 (0 |

𝑀𝑥𝑧

𝑉𝑦
| 0) 

 

 

Mantelschwerpunkt bei Rotation von y = f(x) um x – Achse / um y- Achse: 

𝑂𝑥 = 2𝜋 ∙ ∫ (𝑦 ∙ √1 + 𝑦′² ) 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑀𝑦𝑧 = 2𝜋 ∙ ∫ (𝑥 ∙ 𝑦 ∙ √1 + 𝑦′² ) 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1
  𝑆 (

𝑀𝑦𝑧

𝑂𝑥
| 0 | 0) 

 

𝑂𝑦 = 2𝜋 ∙ ∫ (𝑥 ∙ √1 + 𝑥′² ) 𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
  x explizit, 𝑥′ =

𝑑𝑥

𝑑𝑦
 , y1 = f(x1), y2 = f(x2) 

𝑀𝑥𝑧 = 2𝜋 ∙ ∫ (𝑦 ∙ 𝑥 ∙ √1 + 𝑥′² ) 𝑑𝑦
𝑦2

𝑦1
  𝑆 (0 |

𝑀𝑥𝑧

𝑂𝑦
| 0) 

 

 

Guldin‘sche Regeln: 

𝑉𝑥 = 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑦0 ∙ 𝐴 𝑉𝑦 = 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑥0 ∙ 𝐴 

Volumen Drehkörper = Weg des Flächenschwerpunkts S ( x0 | y0 ) bei einer Umdrehung  Flächeninhalt A der 
rotierenden Fläche 

𝑂𝑥 = 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑦0 ∙ 𝑠 𝑂𝑦 = 2 ∙ 𝜋 ∙ 𝑥0 ∙ 𝑠 

Oberfläche Drehkörper = Weg des Linienschwerpunkts S ( x0 | y0 ) bei einer Umdrehung  Länge s des 
rotierenden Kurvenstücks 
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Flächenschwerpunk Vielecke (n>= 3 Ecken): 




 

n

k

kkkk yxyxA

1

11
2

1
  11nwobei  

   


 

n

k

kkkkkky xxyxyxM

1

111
6

1
 

   


 

n

k

kkkkkkx yyyxyxM

1

111
6

1
  𝑆 (

𝑀𝑦

𝐴
|

𝑀𝑥

𝐴
) 

 

Flächenschwerpunk zusammengesetzter Flächen: 
Flächenschwerpunkte S1 (x1 / y1), S2 (x2 / y2), …, Sn (xn / yn);  Flächeninhalte A1, A2, …, An 

 












n

k

k

n

k

kk

s

A

Ax

x

1

1  

 












n

k

k

n

k

kk

s

A

Ay

y

1

1  S (xs / ys) 

 

Linienschwerpunk zusammengesetzter Linien: 
Linienschwerpunkte S1 (x1 / y1), S2 (x2 / y2), ..., Sn (xn / yn);  Bogenlängen s1, s2, …, sn 

 












n

k

k

n

k

kk

s

s

sx

x

1

1  

 












n

k

k

n

k

kk

s

s

sy

y

1

1  S (xs / ys) 

 

Trägheitsmoment eines Drehkörpers (Massenmoment zweiten Grades): 

Schwereachse = Drehachse = x-Achse: 




2

1

4

2

x

x

x dxyJ


 
xV

m
  

Schwereachse || Drehachse = x-Achse (Abstand ay): 
2
yxs amJJ

x
  

Schwereachse = Drehachse = y-Achse: 




2

1

4

2

Y

Y

Y dyxJ


 
yV

m
  

Schwereachse || Drehachse = y-Achse (Abstand ax): 
2
xys amJJ

y
  

 

Flächenträgheitsmoment (Flächenmoment zweiten Grades): 



2

1

3

3

1
x

x

x dxyI   

2

1

2

x

x

y dxyxI  bezüglich der x-Achse, y-Achse 

2
sxs yAII

x
  2

sys xAII
y

  bezüglich Schwerelinien durch S (xs / ys) 

Zusammengesetzte Flächen: ...2
2

2
1 2211

 ssssx yAIyAII
xx

 

 ...2
2

2
1 2211

 ssssy xAIxAII
yy
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3) Fourierreihen 

 

Funktion f(x) mit Periode p = 2:  

    






1

0 sincos
2

)(

n

nn xnbxna
a

xf  

 





2

0

0

1
dxxfa  

    





2

0

cos
1

dxxnxfan  falls f(x) ungerade (symmetrisch Ursprung): an = 0 

    





2

0

sin
1

dxxnxfbn  falls f(x) gerade (symmetrisch y-Achse): bn = 0 

 
Funktion f(t) mit Periode p = T:  

































1

0 2
sin

2
cos

2
)(

n

nn t
T

nbt
T

na
a

tf


     oft 
T




2
  

 

T

dttf
T

a

0

0

2
 

  









T

n dtt
T

ntf
T

a

0

2
cos

2 
 falls f(x) ungerade (symmetrisch Ursprung): an = 0 

  









T

n dtt
T

ntf
T

b

0

2
sin

2 
 falls f(x) gerade (symmetrisch y-Achse): bn = 0 

 
 
 

VI. Funktionen in zwei unabhängigen Variablen 

 

Räumliche Funktion: z = f(x, y),  ℝ²ℝ 

 

Partielle Ableitung von f nach x: 
x

yxf

x

z
fx











),(
  

Partielle Ableitung von f nach y: 
y

yxf

y

z
f y











),(

 
Tangentialebene in einem Punkt [x0, y0, z0= f(x0, y0)]:           00000000 ,,, yyyxfxxyxfyxfz yx   

 

Notwendige Bedingung für ein lokales Extremum im Punkt (x0, y0, z0):      0,, 0000  yxfyxf yx  

Lokales Maximum:           0,,,,0,,0, 00
2

00000000  yxfyxfyxfyxfyxf xyyyxxyyxx  

Lokales Minimum:           0,,,,0,,0, 00
2

00000000  yxfyxfyxfyxfyxf xyyyxxyyxx  

Sattelpunkt:       0,,, 00
2

0000  yxfyxfyxf xyyyxx  wobei 
2

2

2

2 ),(

x

yxf

x

z
fxx









 , 

yx

yxf

yx

z
fxy











),(22

, … 

 

Volumen des von der x-y-Ebene und der Funktion z = f(x, y) begrenzten Körpers (Basisechteck x1, x2, y1, y2): 

  dydxyxfV

x

x

y

y

 

2

1

2

1

,   
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VII. Funktionen in Polarform 

 
 
Kreis: 0r)(r f :   RAD ...   

 
 

Logarithmische Spirale:   b
0 er)(r f :  

 
Archimedische Spirale: 0ra)(r f  :  

 

Hyperbolische Spirale: 0r
a

)(r f 


:  0  

 
 
Blattkurven: )sin(:   na)(r f  

 
Kardioide (Herzkurve):  )cos(1:   a)(r f  

 

Lemniskate: )2cos(:   a)(r f  D ! 

 

Strophoide: 
)cos(

)2cos(
:




  a)(r f  

 
Zissoide: )tan()sin(:   a)(r f  

 
 
 
'Steigung':     (Polstrahl, Kurventangente)    ...DEG   

 









)('

)(
)(






r

r
atn ,  0)('90)(   r  bei   

 

Krümmung: 
  2

3
22

22

)()('

)('')()('2)(
)(






rr

rrrr




  

 

Sektorfläche: 

2

1

)(
2

1 2





 drA  

 

Länge eines Kurvenbogens:  

2

1

)(')( 22





 drrs  

  





d

dr
r

)(
'  
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VIII. Funktionen in Parameterdarstellung 

 
 

Ellipse: 









)sin()(

)cos()(
:

tbty

tatx
t f  Hyperbel: 










)sinh()(

)cosh()(
:

tbty

tatx
t f  

 
Zykloide: Kreis (Radius r) rollt auf einer Geraden ab 










))cos(1()(

))sin(()(
:

tarty

tatrtx
t f  

 
Epitrochoide (Aufradlinie): Kreis (Radius r2) rollt außen auf einem Kreis (Radius r1)ab 













































t
r

rr
ratrrty

t
r

rr
ratrrtx

t f

2

21
221

2

21
221

sin)sin()()(

cos)cos()()(

:  

 
Hypotrochoide (Inradlinie): Kreis (Radius r2) rollt innen auf einem Kreis (Radius r1)ab 













































t
r

rr
ratrrty

t
r

rr
ratrrtx

t f

2

21
221

2

21
221

sin)sin()()(

cos)cos()()(

:  

 
Kreisevolvente: Gerade rollt auf einem Kreis (Radius r) ab 










)cos()sin()(

)sin()cos()(
:

ttrtrty

ttrtrtx
t f  

 

Lissajous'sche Figuren: A...Amplituden, ...Frequenzen, ...Nullphasenwinkel 










)sin()(

)sin()(
:

yyy

xxx

tAty

tAtx
t f




 

 
 
 

Steigung:  
x

y
k




  

Krümmung:  
  2

3
22 yx

yxyx








  

Fläche (Kurve, x-Achse):    

2

1

t

t

dtxyA   

Sektorfläche:    

2

1

2

1
t

t

dtxyyxA   

Länge eines Kurvenbogens:   

2

1

22

t

t

dtyxs    

Rollkurven: 
a = 1 gespitzt 
a < 1 gestreckt 
a > 1 geschlungen 

dt

dx
x       

dt

dy
y   
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IX. Differentialgleichungen 

 

Gleichungen die mindestens eine Ableitung y‘, y‘‘, y(n) (bzw. einen Differentialquotienten dy/dx) enthalten. 

gewöhnlich: Funktion in einer Variablen / partiell: Funktionen in mehreren Variablen 
Ordnung n: höchste vorkommende Ableitung y(n) 
Grad: höchste vorkommende Potenz von y und y(n), Grad 1 … linear 
variable / konstante Koeffizienten von y und y(n) 
inhomogen / homogen: es existiert ein / kein Term s(x), der weder y noch y(n) enthält. s(x)… „Störfunktion“ 
implizit F(x, y, y‘,…y(n)) = 0 / explizit y(n) = f(x, y, y‘,…y(n-1)) 

 

1) Differentialgleichungen 1. Ordnung 

Anfangsbedingung y(x0) = y0 führt auf eine partikuläre (spezielle) Lösung Ayp. 

Trennung der Variablen: 

   ygxfy
dx

dy
 '   

 
 dxxf

yg

dy
   

Beispiel: 

 

































































1
2

1
4

tan
2

0

44
)0(

2

2
tan

1

)1('

2

2

2

2

2

2

x
atny

ccatnyingungAnfangsbed

c
x

atny

c
x

y

dxx
y

dy

yx
dx

dy
y

PA



 

Substitution: 

  lizityRücksubstcx
ufba

du
yufbau

dx

du
cybxaucybxafy

dx

dy
exp.,,

)(
)(',,' 


   

Beispiel: 

 

 

   

 
2

3

222

2tan

2

2tan
32

2

2tan

2

2

1
21

21
210'21'

'32:32'

2

2

2

22



























xcx
y

cx
yxitution)(Rücksubst

cx
u

cx
uatn

dx
u

du

dx
u

du
Variablen)der(Trennunguy

dx

du
u

uyyxuSubstyx
dx

dy
y
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung 

   xsyxpy '  

1) zugehörige homogene Differentialgl.   0'  yxpy  durch Trennung der Variablen lösen: 
dxxp

H ecy 
)(

 

2) Variation der Konstanten c = c(x):  
dxxp

excy 
)(

; y‘ bilden (Produktregel!);  y und y‘ in Dgl. einsetzen 

3) c‘(x) explizit darstellen;  Integrieren  c(x);  in Ansatz einsetzen  yP (partikuläre Lösung) 
4) y = yH + yP 

5) ev. Anfangsbedingung y(x0) = y0  weitere partikuläre Lösung Ayp 

Beispiel: 

       

       

     

322355)0()5

3)4

33)(

333'3')3

3'

'':)2

2
ln0')1

3'

22

0

2

22

2222

222

222

2

2

22

2

22

2222

222

222

2


















































x

PA

x

PH

xx

p

xxxx

xxx

xxx

x

H

eyLösungepartikulärweiterececyingungAnfangsbed

ecyyy

eeyAnsatz

edxexxcexxcxexc

xexcxxexcexc

xexcexcyexcyAnsatz

ecyc
x

ydxx
y

dy
yx

dx

dy
yxyhom.Dgl.

xyxy

 

 

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstantem Koeffizienten p 

 xsypy '  mit pℝ 

1) Lösung der zugehörige homogene Differentialgleichung 0'  ypy : xp
H ecy   

2) Lösungsansatz für yP je nach Bauart der Störfunktion s(x): 

 n
n xaxaxaaxs  ...)( 2

210  n
nP xdxdxddy  ...2

210  

    xaxaxs   cossin)( 21     xdxdyP   cossin 21  oder    xdyP sin  

 xbeaxs )(   pbfüredy xb
P    

   pbfürexdy xb
P    

3) yP und yP‘ in Dgl. einsetzen;  d, d0, d1 … berechnen (Koeffizientenvergleich)    yP (partikuläre Lösung)  
4) y = yH + yP 

5) ev. Anfangsbedingung y(x0) = y0    weitere partikuläre Lösung Ayp 
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2) Differentialgleichungen 2. Ordnung 

Anfangsbedingungen y(x0) = y0 und y‘(x0) = y0‘ führen auf eine partikuläre (spezielle) Lösung Ayp. 

Randbedingungen y(x0) = y0 und y (x1) = y1 führen auf eine partikuläre (spezielle) Lösung Ryp. 

 

Reduktion der Ordnung durch zweifache Integration: 

       211''' cxcdxdxxfycdxxfyxfy     
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Reduktion der Ordnung durch Substitution: 

 ''' yfy  ,  ','' yxfy   sind lösbar durch die Substitution ''')(' zyxzy  : 2)( cdxxzy    
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 yfy '' ,  ','' yyfy   sind lösbar durch die Substitution z
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Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten p, q 

 xsyqypy  '''  mit p, qℝ 

1) Lösung der zugehörige homogene Differentialgl. 0'''  yqypy :  

 Exponentialansatz xecy     Charakteristische Gleichung 02  qp   

 1. Fall:  21     ℝ xx
H ececy


 21

21
  

 2. Fall:    21   ℝ xx
H excecy   

21  

 3. Fall:  jba 21   ℂ    xbecxbecy xaxa
H   sincos 21  

2) Lösungsansatz für yP je nach Bauart der Störfunktion s(x): 

 n
n xaxaxaaxs  ...)( 2

210  n
nP xdxdxddy  ...2

210  

   1
1

2
21 ... 

  n
n

n
nP xdxdxdxdy  falls q = 0 

    xaxaxs   cossin)( 21     xdxdyP   cossin 21  oder    xdyP sin  

       xdxdxyP   cossin 21  wenn b =  und a = 0 (Fall 3) 

 xbeaxs )(  xb
P edy   wenn b  1 und b  2 (Fall 1) 

   xb
P exdy   wenn b = 1 und b  2 (Fall 1) 

   xb
P exdy  2  wenn b =  (Fall 2) 

3) yP, yP‘, yP‘‘ in Dgl. einsetzen;  d, d0, d1, … berechnen (Koeffizientenvergleich)   yP (partikuläre Lösung) 
4) y = yH + yP 

5) ev. Anfangsbedingungen y(x0) = y0 und y‘(x0) = y0‘   weitere partikuläre Lösung Ayp 

 ev. Randbedingungen y(x0) = y0 und y (x1) = y1   weitere partikuläre Lösung Ryp 
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Beispiel: frei schwingendes Federpendel (Einmassenschwinger) 
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